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QR コードの一部にはこれまで扱った BCH 符号が使われているのであるが，伝達したいデータを扱う
核心部分には RS符号（Reed-Solomon符号）と呼ばれる BCH符号をさらに進化させた符号が使われる．
RS符号は密集する誤り (バースト誤り)に対して有効な誤り訂正符号である．

数学的モデルとしては，GF.2q/ D F2q の要素を係数とする多項式を送受信すると考える．実際には
GF.2q/の要素を q bitの 0と 1の列のブロックとし，そのブロックの列を送受信することにより通信を行
う．実際の QR コードでは 256 個の要素を持つ GF.28/ D F256 を係数とする多項式を用いる．例えば，
一番小さな 1型の QRコードでは，GF.28/を係数とする 25次式一つに情報を詰め込んで，これを送受信
する．ここでは，その仕組みが理解しやすいように，もう少し簡単な GF.24/ D F16 を係数とする多項式
を用いる場合を考察する．

GF.24/ はすでに何度も見たように ˇ4 C ˇ C 1 D 0 をみたす元 ˇ で生成される．GF.24/ の各要素は
乗法表示 ˇk (0 ≦ k ≦ 14)と加法表示 c3ˇ3 C c2ˇ2 C c1ˇ C c0 の二通りの表示を持つ．それらの間の変
換についてはすでに計算されているものとする．

� RS.15; 9; 7/

この型の RS 符号では送信ベクトルの次元が 15 であり，情報ベクトルの次元が 9 である．言い換える
と，送信多項式の次数は 14，情報多項式の次数は 8であり，したがって生成多項式の次数は 14 � 8 D 6と
なる．最後の 7 は二つの符号語の最小距離であり，7=2 D 3:5 なので 3 個の誤りを訂正できる．生成多項
式は

g.x/ D .x � 1/.x � ˇ/.x � ˇ2/.x � ˇ3/.x � ˇ4/.x � ˇ5/

D x6 C ˇ9x5 C ˇ12x4 C ˇx3 C ˇ2x2 C ˇ4x C 1

を用いる．いま，9次元情報ベクトル

Eq D .ˇ13; 0; ˇ8; ˇ6; ˇ10; ˇ9; ˇ2; 1; ˇ7/

を送ることを考える．これを符号多項式 u.x/に直すには BCH符号と同様にして，

u.x/ D q.x/x6 C �
q.x/x6 を g.x/で割ったあまり

�

とする．u.x/は g.x/で割り切れるので，商を a.x/と書くことにすれば，u.x/ D g.x/a.x/と書ける．

1 情報ベクトル Eq をMathematicaを用いて符号化し，送信語を求めたい．
（入力を簡単にするために ˇ の代わりに bを用いることにする．）

a) Eq を情報多項式 q.x/に直し，Mathematicaで定義せよ．

q[x_] := +  
b) g.x/をMathematicaで定義せよ．

g[x_] := (x-1)(x-b)(x-b^2)(x-b^3)(x-b^4)(x-b^5) +  
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c) 送信多項式 u.x/を次のように計算する．

Collect[PolynomialMod[

q[x]*x^6 + PolynomialRemainder[q[x]*x^6, g[x], x, Modulus -> 2],

b^4 + b + 1, Modulus -> 2], x]

こうして得られた送信多項式 u.x/の係数をすべて乗法表示し，並べてベクトルにしたものが送信語で
ある．送信語 Euを求めよ．

Eu D .ˇ13; 0; ˇ8; /

�復号
次に，受信語の誤り訂正する方法をみる．いま

Er D .ˇ13; 0; ˇ8; ˇ6; ˇ12; ˇ9; ˇ2; 1; ˇ7; ˇ4; ˇ14; 1; ˇ7; ˇ12; ˇ5/

を受信したとしよう．これより，受信多項式 r.x/を

r.x/ D ˇ13x14 C ˇ8x12 C ˇ6x11 C ˇ12x10 C ˇ9x9 C ˇ2x8 C x7

C ˇ7x6 C ˇ4x5 C ˇ14x4 C x3 C ˇ7x2 C ˇ12x C ˇ5

と定義する．BCH符号の場合と同様に r.x/と u.x/との誤差を e.x/とし，e.x/を求める方法を考える．
今の場合，誤りは 3つまで訂正可能なので，e.x/は係数を乗法表示して

e.x/ D ei x
i C ej xj C ekxk

という形に書ける．まず，次のようにシンドロームを計算する．

s0 D r.1/; s1 D r.ˇ/; s2 D r.ˇ2/ s3 D r.ˇ3/; s4 D r.ˇ4/; s5 D r.ˇ5/

1; ˇ; ˇ2; ˇ3; ˇ4; ˇ5 はすべて g.x/ D 0 の解であることに注意すると，u.x/ D g.x/a.x/ と書けること
から，

u.ˇm/ D g.ˇm/a.ˇm/ D 0; m D 0; 1; : : : ; 5

すると，r.x/ D u.x/ C e.x/だから，

r.ˇm/ D e.ˇm/; m D 0; 1; : : : ; 5:

であることがわかる．

2 a) Er を情報多項式 g.x/に直し，Mathematicaで定義せよ．

r[x_] := +  
b) シンドロームを次のように定義せよ．

s[k_] := PolynomialMod[r[b^k], b^4 + b + 1, Modulus →　2] +  

【裏に続く】



c) 次の行列式 F.X/ D

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌

1 s0 s1 s2

X s1 s2 s3

X2 s2 s3 s4

X3 s3 s4 s5

ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
ˇ̌
をMathematicaで計算せよ．

F[X_] := PolynomialMod[Det[{{1, s[0], s[1], s[2]},

{X, s[1], s[2], s[3]},

{X^2, s[2], s[3], s[4]},

{X^3, s[3], s[4], s[5]}}], b^4 + b + 1, Modulus -> 2]

前回の BCH符号の場合と同様に，上の行列式を用いて定義される 3次方程式 F.X/ D 0は ˇi，ˇj，
ˇk を解に持ち，

xk の位置が誤り () F.ˇk/ D 0 () ˇk が F.X/ D 0の解

が成り立つ．

d) F.1/; F.ˇ/; F.ˇ2/; : : : ; F .ˇ14/を順に計算し，誤り位置を求めよ．
［これを自動でやるには，次のようにすればよい．］

Table[If[F[ˇ^k] === 0, k, Nothing], {k, 0, 14}] +  

さて，それぞれの位置での誤り（真の値との差）を ei，ej，ek とする．すなわち，e.x/ D ei x
i C

ej xj C ekxk であるとする．このとき，e.ˇ0/ D s0; e.ˇ1/ D s1; e.ˇ2/ D s2 が成り立つので，次の
連立１次方程式が得られる．

8
<
:

ei C ej C ek D s0

ˇi ei C ˇj ej C ˇkek D s1

.ˇi /2ei C .ˇj /2ej C .ˇk/2ek D s2

線形代数を修得していれば，ei ; ej ; ek を求めるには，逆行列により，

0
@
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1
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0
@

1 1 1

ˇi ˇj ˇk

ˇ2i ˇ2j ˇ2k

1
A

�1 0
@
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1
A

として計算できることがわかるであろう．
Mathematica でこれを求めるには，F16 の加法表示と情報表示を行き来する関数を定義する必要があ
る．https://kuwata.r.chuo-u.ac.jp/Current/Seminar_I_Wed.html にあるMathematicaファイ
ルを利用して上の連立方程式を解き，その解を情報表示（ˇk の形の表示）にするとよい．

e) ［チャレンジ問題］上の例で，ei，ej，ek を求め，送信された情報多項式を推定せよ．

担当：鍬田政人 (kuwata.04f@g.chuo-u.ac.jp)

3 Er D .ˇ3; ˇ5; ˇ2; ˇ; ˇ11; ˇ3; ˇ4; 1; ˇ8; ˇ5; ˇ6; ˇ9; ˇ4; ˇ7; ˇ10/を受信したとする．

a) 誤り位置を特定せよ．

b)［チャレンジ問題］情報多項式を推定せよ．


