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練習問題 1

1 【線形代数の復習】

a) 実対称行列の固有値は実数であることを Hermite内積を用いて示せ．

b) 実対称行列は（実）直行行列によって対角化できることを示せ．

c) 実数係数の 2次形式は適当な座標変換によって q.x/ D
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i ，"i D 0; ˙1，の形に書けることを示せ．

d) 実射影平面内の 2次曲線は，実数点をもてば，xz � y2 D 0と同型であることを示せ．

2 k を標数が 2ではない体，V を 3次元 k-線形空間とし，q W V ! K を V 上の非退化な 2次形式とする．

（2次形式 q に対し，q に付随した双線形形式（極形式）b が

b.u; v/ D
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�
q.u C v/ � q.u/ � q.v/

�
で定義される．2次形式 q が非退化であるとは，極形式 b が非退化であること，すなわち任意の 0でないベク

トル uに対し b.u; v/ ¤ 0となる v が存在することである. ）いま，0以外のベクトル e1 で q.e1/ D 0となる

ようなものがあると仮定する．このとき， e1 を含む V の基底 e1; e2; e3 を適当に選べば

q.x1e1 C x2e2 C x3e3/ D x1x3 C ax2
2 ; a 2 k�

と表せることを示したい．

a) b.e1; f / D 1となる f が存在することを示せ．

b) e3 D �e1 C �f とおき，b.e1; e3/ D 1=2，b.e3; e3/ D 0となるように，�，�を定めよ．

c) b.e1; e2/ D 0，b.e2; e3/ D 0，e2 ¤ 0となる e2 が存在することを示し，上記の結論を導け．

d) 以上のことを用い，射影平面 P2 の非退化 2 次曲線は k 上定義された点を少なくともひとつ持つとき，

xz � y2 D 0と同型であることを示せ．

3 P2 を k 上の射影平面とする．P2 の 3 点 Pi .xi W yi W zi /，.i D 1; 2; 3/ が同一直線上にあるとは，

.xi ; yi ; zi /，.i D 1; 2; 3/が一つの同次 1次式 ax C by C cz D 0，.a; b; c/ ¤ .0; 0; 0/をみたすことをいう．

a) 3点 Pi，.i D 1; 2; 3/が同一直線上にあることと，3つのベクトル ei D

0@xi

yi

zi

1A，.i D 1; 2; 3/が 1次独立

であることが同値であることを示せ．

b) 3点 Pi，.i D 1; 2; 3/が同一直線上にないとき，Pi をそれぞれ .1 W 0 W 0/，.0 W 1 W 0/，.0 W 0 W 1/に移すよ

うな座標変換が存在することを示せ．

c) 4点 Pi，.i D 1; 2; 3; 4/のうちどの 3点も同一直線上にないとする．このとき，Pi をそれぞれ .1 W 0 W 0/，

.0 W 1 W 0/，.0 W 0 W 1/，.1 W 1 W 1/に移すような座標変換が存在することを示せ．

d) 5点 Pi，.i D 1; 2; 3; 4; 5/のうちどの 3点も同一直線上にないとする．このとき，Pi をすべて通るような

非退化 2次曲線が存在することを示せ．

4 4x4 C 8x2 � 8x C 5 D 0を解け．

【裏につづく】



5 Q1 を Y 2 � 6YZ � 8XZ � 3Z2 D 0で定義される 2次曲線とし，Q2 を YZ � X2 D 0で定義される 2

次曲線とする. このとき �Q1 C �Q2 D 0で定義される 2次曲線の族について調べよ. とくにこの族に含まれる

退化した 2次曲線を求めよ．

6 2 つの 2 次曲線の交わり方にはどれだけの可能性があるか．すべてについてひとつずつ具体例を挙げよ．

また，2つの 2次曲線からできる 2次曲線の族に含まれる退化した 2次曲線を求めよ．

7 この問題では 3次方程式 x3 C Ax C B D 0の解法について考察する.

a) t をパラメータとする 3次曲線の族

Ct W x3
C y3

C z3
� txyz D 0

について考える. t D 3のとき曲線 C3は 3つの直線に分解されることを示せ．[多項式 x3 Cy3 Cz3 �3xyz

は x C y C z で割り切れることに注意せよ.]

b) 3次方程式 x3 C Ax C B D 0を解くためには，

�3yz D A かつ y3
C z3

D B: (1)

をみたす実数 y と z を見つければよいことを示せ．

c) � D y3，� D z3 とおく． y と z が上式 (1)をみたすとすると �，� は u2 � Bu � A3=27 D 0の 2つの解

であることを示せ.

d) x3 C Ax C B D 0の解の公式を求めよ.

e) 上で得られた解の公式を x3 � 7x C 6 D 0に適用して解を求めよ.

f) x3 � 7x C 6 D .x � 1/.x � 2/.x C 3/と因数分解されるので，上の方程式の解は 1, 2, �3である．上で求

めた解とどのように対応するかを調べよ．
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