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漸近展開としての Taylor展開

x が 0に近づくとき f .x/ D g.x/ C o.x/と書いて f .x/と g.x/の差がで n次の無限小より小さいことをを表

わす．これは正確にいうと x ! 0のとき
f .x/ � g.x/

xn
! 0であることを意味する．

f .x/ D (n次の多項式) C o.xn/

という形の式を f .x/の x D 0のまわりでの漸近展開と呼ぶ．このとき o.xn/は「xnC1 以上の項」と考えて通

常は差し支えない．f .x/が x D 0で n階微分可能であるとき

f .x/ D f .0/ C f 0.0/x C f 00.0/

2Š
x2 C f 000.0/

3Š
x3 C : : :

f .n/.0/

nŠ
xn C o.xn/

となることが証明できる．以下はこれを用いてつくられた漸近展開である．一般の関数の漸近展開はこれらの

式から和・差・積・商および合成の操作を組み合わせて求めることができる．

ex D 1 C x C x2

2Š
C x3

3Š
C x4

4Š
C � � � C xn

nŠ
C o.xn/

1

1 C x
D 1 � x C x2 � x3 C x4 � � � � C .�1/nxn C o.xn/

.1 C x/˛ D 1 C ˛x C ˛.˛ � 1/

2Š
x2 C ˛.˛ � 1/.˛ � 2/

3Š
x3 C � � � C ˛.˛ � 1/ � � � .˛ � n C 1/

nŠ
xn C o.xn/

log.1 C x/ D x � x2

2
C x3

3
� x4

4
C � � � C .�1/n�1 xn

n
C o.xn/

sin x D x � x3

3Š
C x5

5Š
� x7

7Š
C � � � C .�1/n x2nC1

.2n C 1/Š
C o.x2nC2/

cos x D 1 � x2

2Š
C x4

4Š
� x6

6Š
C � � � C .�1/n x2n

.2n/Š
C o.x2nC1/

1 次の関数の x D 0のまわりの漸近展開を（）内の次数の項まで求めよ．

a)
p

1 � x (x4 の項まで) b)
1

1 C x2
(x6 の項まで) c)

x

1 C x3
(x7 の項まで)

d)
1p

1 � x2
(x6 の項まで) e) 3

p
1 C x3 .x9 の項まで/ f )

ex � e�x

2
.x4 の項まで/

g) e�x sin x (x4 の項まで) h)
ex � e�x

ex C e�x
(x5 の項まで) i ) log.1 C sin x/ (x4 の項まで)

2 漸近展開を用いて次の極限を求めよ．

a) lim
x!0

x � log.x C 1/

x2
b) lim

x!0

xex � x � x2

x � log.1 C x/

c) lim
x!0

1 � cos x

x sin x
d) lim

x!0

.1 C x/n � 1

x

e) lim
x!0

x
p

1 C x � sin x

1 � cos x
f ) lim

x!0

�
1

x
� 1

log.1 C x/

�
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